






提出日 平成 29年 1月 31日
Extension of K-model and Analysis of Its
Bifurcation Structure




BA Thesis at Future University Hakodate, 2017
Advisor: Yuichi Katori




In the present study, we analyze bifurcation structure of mathematical models of non-linear
dynamical systems and address to express the bifurcation structure as a movie. Recently math-
ematical models of non-linear systems were utilized as a representation technique for generative
art. Complex bifurcation structure and behavior of the dynamical system can be visualized. In
the present study, we analyzed bifurcation structure of the K-model proposed by Keiko Kimoto.
Then, we extend this model with Hermite polynomials and analyzed bifurcation structure of the
extended model. Furthermore, we address to make a movie representation of the bifurcation
structure.
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y0に適当な初期値を与え, 半径 r0を算出. それを xn+1, yn+1の式に代入, 更新していく.
パラメータ回転角θによって回転し, xと yの値が更新されていく [2].K-modelの式は以下
になる.
(
xn+1 = xn   (xn cos    yn sin )=rn2
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図 2.1: K-modelの分岐図と状態空間におけるアトラクタの再現
3
BA Thesis at Future University Hakodate, 2017 Takehiro Itoh






xn+1 = xn   (xn cos    yn sin )=rn2 + a sin(!n)
yn+1 = yn   (xn sin  + yn cos )=rn2
(2.3)
a sin(!n)は,サイン波を表し,パラメータ aは振幅,!は周波数,nは時刻を表す.サイン波
を加えることにより,sin(!n)分振動する特徴を持つ.図 2.2は 0  n < 300; a = 0:25;  =
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Hm(x) = 0 (3.1)
を,満たす多項式Hm(x)のことを言い,重み関数 e x2 を用いる [4].Hm(x)は以下の 2つの
式で求まる.






Hm+2(x) = 2xHm+1(x)  2(m+ 1)Hm(x) (3.3)
m = 0; 1; 2; 3; 4としたときHm(x)は以下となる.
H0(x) = 1 (3.4)
H1(x) = 2x (3.5)
H2(x) = 4x
2   2 (3.6)
H3(x) = 8x
3   12x (3.7)
H4(x) = 16x
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図 3.1: m次におけるHm(x)のグラフ
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3.2 新たな非線形ダイナミクスの数理モデルの提案
ここでは,新たに非線形ダイナミクスの数理モデルを提案する.本研究において,K-model
を応用し,K-modelにサイン波a sin(!n)の代わりにエルミート多項式Hm(x)(m = 0; 1; 2; 3; 4)
を加えた数理モデルを以下に表す.
(
xn+1 = xn   (xn cos    yn sin )=rn2 + aHm(x)e x2n
yn+1 = yn   (xn sin  + yn cos )=rn2
(3.9)
aはパラメータ,e x2n は重み関数であり,数値計算する上で発散をしないよう制限をかけ
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第4章 解析結果
この章では，提案した非線形ダイナミクスの数理モデルの解析結果を説明する．Hm(x)
のパラメータ aと回転角 の 2パラメータ分岐図から,r  a分岐図と   a分岐図,それに
対応した xy平面での状態空間におけるアトラクタ,r   分岐図と    分岐図それに対
応した xy平面での状態空間におけるアトラクタから,応用した非線形数理モデルの解析を
行っていく.
2パラメータ分岐図は,横軸が回転角 と縦軸パラメータ aとする.回転角 の範囲は 0 
  =2とし,パラメータ aの範囲を 0  a  2とした.これにより周期解,非周期解,カオ
ス解の判別が可能である.白は発散,黒 (A)はカオス,赤 (B)は 1周期,黄 (C)は 2周期,濃
黄 (D)は 3周期,緑 (E)は 4周期,青 (F)は 5周期,ネイビー (G)は 6周期,シアン (H)は 7
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xn+1 = xn   (xn cos    yn sin )=rn2 + ae x2n
yn+1 = yn   (xn sin  + yn cos )=rn2
(4.1)
m = 0における 2パラメータ分岐図では,広い範囲でカオス解が見られた (図 4.1).その
中で 0    0:43,0  a  1の範囲において,分岐構造が見られたため,ここを拡大して
解析する.拡大した分岐図の範囲ではカオス解の中に,2周期または 3周期の点の集まりの中
に 8周期と 6周期を取る構造が見られた.そこで,0  a  1の範囲において,を  = 0:225
として固定したときの 1パラメータ分岐図 (r   a分岐図,  a分岐図)と状態空間におけ
るアトラクタおよび 0    0:40の範囲でパラメータ aを a = 0:40と固定したときの 1
パラメータ分岐図 (r   分岐図,   分岐図)と状態空間におけるアトラクタである (図
4.2).
9
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図 4.1: m = 0での 2次元分岐図
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図 4.2: m = 0での 1次元分岐図と状態空間におけるアトラクタ
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0  a  0:05の範囲において,r   a分岐図を見ると,1周期から 2周期の分岐構造が繰り
返し見られた.それが aの値が増加するにつれて半径 rの取る範囲も広がっている.   a
分岐図を見ると,2点から 4点を取る構造が繰り返し見られた.この 2つから半径 rの取る
点が 1点から 2点のため偏角 の取る点が 2点から 4点となり,それに対応したアトラク
タが見られた.0:25  a  0:45の範囲において,半径 rでは,4点を取る構造が見られた.偏
角 でも同様に 4点を取る構造が見られた.a  0:30以降は半径 rと偏角 がカオス解を
生じている.
次に r  分岐図,  分岐図と状態空間におけるアトラクタを見る. r  分岐図から
わかるように,0    0:15までの範囲では半径 rの取る値が大きい.それに伴い   分
岐図ではカオス解が生じた.この範囲におけるアトラクタも半径 rが大きく広がるような
構造である.0:195    0:4の範囲において分岐構造が見られた.まず, = 0:20付近
では,5周期から 10周期を取る点が見られた.ここでは 5 2n周期が微々見られた.これに
対応した    分岐図では,4点を取る構造が見られた. = 0:25付近では,半径 rの取る
点がカオス解を生じており,偏角 は 1周期から 2周期から 1周期という分岐構造が見ら
れている.つまり,偏角 1つの中の半径 rの取る値が数多あることがわかる.  0:30以降
は半径 rは 8周期から 16周期からカオス解,9周期から 18周期からカオス解,10周期から
20周期からカオス解と周期倍分岐が見られた.
12
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xn+1 = xn   (xn cos    yn sin )=rn2 + (2xn)ae x2n
yn+1 = yn   (xn sin  + yn cos )=rn2
(4.2)
m = 1 における 2 パラメータ分岐図では, 広い範囲でカオス解が見られた. その中で
0:195    0:40,0  a  1の範囲において,分岐構造が見られたため,ここを拡大して
解析する (図 4.3).この分岐図ではカオス解の中に,2周期,3周期,4周期,6周期,8周期と様々
な周期が見られた.回転角 とパラメータ aのある値において取る値が数多あると考えられ
る. そこで,0  a  1の範囲において,を  = 0:27として固定したときの 1パラメータ
分岐図 r a分岐図, a分岐図と状態空間におけるアトラクタおよび 0:195    0:40
の範囲でパラメータ aを a = 0:35と固定したときの 1パラメータ分岐図 r  分岐図,  
分岐図と状態空間におけるアトラクタを見る (図 4.4).
13
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図 4.3: m = 1での 2次元分岐図
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図 4.4: m = 1での 1次元分岐図と状態空間におけるアトラクタ
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0  a  0:12の範囲において,r   a分岐図を見ると,半径 rはカオス解が生じており,そ
れに伴った偏角 も同様にカオス解が生じている.0:12  a  0:24では,分岐構造が見ら
れた.0:18  a  0:20では,5点の周期が見られ,また a = 0:22付近では,18点の周期が見ら
れ,また,a = 0:24付近では,13周期と不規則な周期倍分岐が見られた.なお、その範囲外は
カオス解が生じている.半径 rの取る範囲も広がっている.それと対応して   a分岐図を
見ると,2点から 4点を取る構造が繰り返し見られた.この 2つから半径 rの取る点が 2点
のため偏角 の取る点が 4点となるアトラクタである. a = 0:3付近ではカオス解が生じ
た.r  a分岐図を見ると,偏角 もカオス解が生じたため値を多くとる.ただし a = 0:40周
辺では 3周期から 6周期から 12周期からカオス解と 3 2n周期倍分岐が見られた後,12周
期から 6周期から 3周期が見られた.0:40  a以降はカオス解が生じており,a  0:85以降
はある値に収束している.
次に r    分岐図,r   分岐図と状態空間におけるアトラクタを見る.r    分岐図か
らわかるように, = 0:20 付近では 2点を取る.それに伴い     分岐図では 4点であ
る.0:25    0:30 の範囲では 12周期から 6周期から 3周期からと 3  2n 周期倍分
岐が見られた.0:30  以降は所々で分岐構造が見られた. = 0:305付近では 7周期の
点, = 0:32付近では 4周期の点, = 0:35付近では 5周期の点とる構造が見られた.
16
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xn+1 = xn   (xn cos    yn sin )=rn2 + (4x2n   2)ae x
2
n
yn+1 = yn   (xn sin  + yn cos )=rn2
(4.3)
m = 2 における 2 パラメータ分岐図では, 広い範囲でカオス解が見られた. その中で
0    0:43,0  a  0:8の範囲において,分岐構造が見られたため,ここを拡大して解析
する (図 4.5).この分岐図ではカオス解の中に,2周期または 3周期の点の集まりの中に 8周
期と 6周期が稠密に点を取る構造が見られた.これが部分的に見られたことから半径 rとパ
ラメータ aのある値において取る値が稠密していると考えられる.そこで,0  a  0:8の範
囲において,を  = 0:35として固定したときの 1パラメータ分岐図 r a分岐図, a分
岐図と状態空間におけるアトラクタおよび 0    0:43の範囲でパラメータ aを a = 0:20
と固定したときの 1パラメータ分岐図 r   分岐図,  分岐図と状態空間におけるアト
ラクタを見る (図 4.6).
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図 4.5: m = 2での 2次元分岐図
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図 4.6: m = 2での 1次元分岐図と状態空間におけるアトラクタ
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0  a  0:10の範囲において,r   a分岐図を見ると,カオス解が生じている.これは aの
値が増加するにつれて半径 rの取る範囲も広がっている.それと対応して   a分岐図を見
ると,こちらもカオス解が生じている.この 2つから半径 rの取る点が多いため偏角 の取
る点も多い.そのため xy平面での状態空間におけるアトラクタは,a = 0:10において,1周
期の円形アトラクタに見えるのはそのためである.0:13  a  0:145の範囲において,r   a
分岐図を見ると,分岐構造が見られた.13点を取る周期が見られた.その前後ではカオス解
が生じている.0:23  a  0:30の範囲において,r  a分岐図を見ると,周期倍分岐が見られ
た.0:23  a  0:28付近では,20周期から 40周期からカオス解と 20 2n周期倍分岐が見
られた.0:285  a  0:29付近では 18周期から 36周期からカオス解とこちらも 18 2nが
見られた.0:295  a  0:32の範囲でも分岐構造が見られた.13周期から 26周期と 13 2n
周期倍分岐が見られ,a = 0:31周辺では 6周期から 12周期から 24周期と,6 2n周期倍分
岐が見られた.それ以降はカオス解が生じている.a  0:45以降はカオス解が生じた後,発
散するような構造が見られた.
次に r  分岐図,  分岐図と状態空間におけるアトラクタを見る.r  分岐図からわ
かるように,0:20    0:43までの範囲で様々な分岐構造が見られた.0:21  a  0:24
付近では 4周期から 8周期の 4  2n周期倍分岐が見られた後カオス解が生じた.a = 0:30
付近で 24周期から 12周期から 6周期と 6 2n周期倍分岐が見られた.その後,a = 0:29付
近までカオス解が生じた後,0:295  a  0:31付近で 40周期から 20周期から 10周期から
5周期と,5  2n周期倍分岐が見られ,,まず, = 0:20付近では,5周期から 10周期を取る
点が見られた.ここでは 5n周期が微々見られた.これに対応した    分岐図では,4点を
取る構造が見られた. = 0:25付近では,半径 rの取る点が稠密であり,偏角 は 1周期か
ら 2周期から 1周期という分岐構造が見られている.つまり,偏角 1つの中の半径 rの取る
値が稠密であることがわかる.  0:30以降は半径 rは 8周期から 16周期,9周期から 18
周期,10周期から 20周期と周期倍分岐が見られた.
20
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xn+1 = xn   (xn cos    yn sin )=rn2 + (8x3n   12xn)ae x
2
n
yn+1 = yn   (xn sin  + yn cos )=rn2
(4.4)
m = 3 における 2 パラメータ分岐図では, 広い範囲でカオス解が見られた. その中で
0    0:50,0  a  0:25の範囲において,分岐構造が見られたため,ここを拡大して解
析する (図 4.7).この分岐図ではカオス解の中に,周期構造が見られた. そこで,0  a  0:05
の範囲において,を  = 0:40として固定したときの 1パラメータ分岐図 r a分岐図, a
分岐図と状態空間におけるアトラクタおよび 0:195    0:40の範囲でパラメータ a
を a = 0:05と固定したときの 1パラメータ分岐図 r  分岐図,  分岐図と状態空間に
おけるアトラクタを見る (図 4.8).
21
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図 4.7: m = 3での 2次元分岐図
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図 4.8: m = 3での 1次元分岐図と状態空間におけるアトラクタ
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0  a  0:05の範囲において,r   a分岐図を見ると,カオス解が生じている.それが aの
値が増加するにつれて半径 rの取る範囲も広がっている.それと対応して   a分岐図も同
様にカオス解が生じている.状態空間におけるアトラクタでは 1周期を取るような構造が
見られたが,半径 rと偏角 の値を多く取る.0:05  a  0:055の範囲において,r a分岐図
を見ると,rは 4点を取る.それに対し   a分岐図は 8点を取る.a = 0:105において,r   a
分岐図を見ると,rは値を多く取る.またこの範囲における    a分岐図は 8点を取る構造
となっている.a = 0:15では半径 rと偏角 がカオス解を生じた.
次に r   分岐図,  分岐図と状態空間におけるアトラクタを見る.r   分岐図から




れた.0:25    0:30では, = 0:26では 7点の周期が見られた.その後カオス解が生
じ, = 0:27付近では,周期構造が見られた. = 0:272付近では大きく分けて 7周期の分
岐構造だが,その中でカオス解が生じている構造が見られた. = 0:35では,半径 rは 3点
を取る周期となり,偏角 は 6点を取る. = 0:35以降,カオス解が生じた.
24
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xn+1 = xn   (xn cos    yn sin )=rn2 + (16x4n   48x2n + 12)ae x
2
n
yn+1 = yn   (xn sin  + yn cos )=rn2
(4.5)
m = 4における 2パラメータ分岐図では,広い範囲でカオス解が見られた (図 4.9).そ
の中で 0    0:43,0  a  0:5の範囲において,を  = 0:335として固定したとき
の 1パラメータ分岐図 (r   a分岐図,  a分岐図)と状態空間におけるアトラクタおよび
0:195    0:43の範囲でパラメータ aを a = 0:285と固定したときの 1パラメータ分
岐図 (r  分岐図,  分岐図)と状態空間におけるアトラクタを見てみる.全体的に横広
がりの分岐構造が見られ,0  a  0:05,0:2   < 0:4の範囲においては多くの周期点を
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図 4.9: m = 4の 2次元分岐図
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図 4.10: m = 4での各分岐図と xy平面での状態空間におけるアトラクタ
27
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0  a  0:05の範囲において,r  a分岐図では,0  a < 0:02においてカオス解が生じて
いる.0:02 < a  0:04付近では 6点の周期構造が見られた.0:04 < aでは,12周期から 24周
期から 48周期からカオス解を生じた後,再び 12周期から 24周期から 48周期からカオス
解が生じているため 6 2n周期倍分岐が見られた.  a分岐図を見ると,同様にカオス解
が生じた後,6周期から 12周期から 24周期から 48周期からカオス解と周期倍分岐が見ら
れ 6  2n周期倍分岐となっている.また,状態空間におけるアトラクタは上記の分岐図の
構造に反映されたアトラクタになる. 0:055 < a  0:25の範囲において,r   a分岐図を見
ると,1周期から 2周期から 4周期からカオス解と 2n周期倍分岐が生じた.  a分岐図も 1
周期から 2周期からカオス解と周期倍分岐が生じた.xy平面における状態空間でのアトラ
クタは 1点のみから 2点を取るアトラクタになった後,それまで歪んだ円形アトラクタと
は別に,右肩上がりに弧を描くようなアトラクタが見られた.0:25 < aにおいて,r   a分岐
図を見ると,rはカオス解を生じながら値が増加している.   a分岐図も同様,カオス解が
生じた.
次に r    分岐図,    分岐図と状態空間におけるアトラクタを見る.r    分岐図か
ら,0    0:05の範囲において半径 rは 12点を取る周期が見られた後,カオス解が生じ
た. = 0:02付近では 20点を取る周期構造となった.0:03    0:045付近では,8周期
から 16周期 8周期から 4周期から 8周期から 16周期からカオス解と 8 2n周期倍分岐が




タは,4ヶ所にアトラクタが生じた.  = 0:15において,カオス解を生じながら右肩上がり
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化させる.時刻 nを (1  n  1000)として回転角 を  = 0 + (n   0)=(n  1)とし, パ
ラメータ aを a = a0 + (an   a0)=(n  1)とする.この 2つの時間軸パラメータによるアト
ラクタの移り変わりを映像表現することにより,非線形システムの数理モデルの構造がよ
り理解しやすくなると考えた.
図 5.1: H1(x)を加えた K-modelの xy平面での状態空間におけるアトラクタのアニメー
ションによる映像表現
29
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m = 0における 1次元分岐図では,回転角 の値が増加するにつれ,半径 rの値を多くとっ
た.それに伴い偏角 も値を多くとり,状態空間におけるアトラクタもカオス解で構成され
た.ae x2n を加えたことで重み関数 e x2n とパラメータ aの積の値のみで構成されたと考え
る.xの値が更新されるたびに重み関数 e x2nの xnの値が増加しても発散しないように制限
を掛けたため,カオス解が生じたと考えられる.
m = 1における 1次元分岐図では,周期倍分岐が見られた.r   a分岐図で,a = 0:89以降で
半径 rが 1点しか取らず偏角 の値が多く取る構造になったのは,2axne x2n を加えたこと
によりパラメータ aが増加するにつれm = 0の場合より xnの値も更新されていくため早
い段階でカオス解が生じた.
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//m=2のエルミート多項式の一般解を加えた状態変数 x
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class MP :public MatPlot{void DISPLAY(){
layer("plot1",0); axis(-3,3,-3,3);













void idle( void ){glutSetWindow(window_id); glutPostRedisplay();
usleep(50000);}
void display(){ mp.display(); }
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}
void mouse(int button,int state,int x,int y){ mp.mouse(button,state,x,y);
}
void motion(int x, int y ){ mp.motion(x,y); }
void passive(int x, int y ){ mp.passivemotion(x,y); }
void keyboard(unsigned char key,int x,int y){
mp.keyboard(key, x, y); }












new GLUI_Spinner( glui, "theta:", &theta );
//new GLUI_Checkbox( glui, "Pause", &is_pause );
new GLUI_Button( glui,"Compute", 0,Compute );
new GLUI_Button( glui,"Compute2", 0,(GLUI_Update_CB)Compute2 );
new GLUI_Button( glui,"Analyze", 0,Analyze );
glui->add_separator();
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double fy(double x, double y, double theta, double r, double pi){
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